
Mod�ele de Bernoulli

Soit n un entier plus grand que 1. On consid�ere le mod�ele de Bernoulli (X ;A; (P n
� )�2[0;1]) o�u

X = f0; 1gn, A est l'ensemble des parties de X et pour tout � 2 [0; 1] P n
� est la loi d'un n-�echantillon

de la loi de Bernoulli B(�). On note X1; : : : ; Xn les applications coordonn�ees sur X et on d�e�nit
�X = 1

n

∑n

i=1Xi .

Exercice 1. (a) Montrer que pour tout � 2 [0; 1], pour tout � 2]0; 1] on a

P n
�

(∣∣ �X � �
∣∣2 � �(1� �)

n�

)
� �:

(b) Pour m 2 [0; 1] et � 2]0; 1], r�esoudre l'in�equation (en l'inconnue x)

(m � x)2 � x(1� x)=(n�)

(c) En utilisant les deux r�esultats pr�ec�edents, construire un intervalle de con�ance pour � de niveau

de con�ance 1� � o�u � 2]0; 1].

Exercice 2. Pour chaque � 2 [0; 1] on d�e�nit la variable al�eatoire (avec la convention 0=0 = 1)

L� = �
∑

n

i=1
Xi (1� �)n�

∑
n

i=1
Xi :

(a) Montrer que pour toute variable al�eatoire T : X ! R on a

8� 2 [0; 1] En
� [T ] =

∑
x2X

L�(x)T (x):

(b) En d�eduire que pour toute variable al�eatoire T : X ! R la fonction � 7! En
� [T ] est d�erivable sur

]0; 1[ et que

8� 2]0; 1[
@

@�
En

� [T ] = En
�

[
T
@

@�
log(L�)

]
:

(c) Soit T un estimateur sans biais de � c'est-�a-dire qui satisfait

8� 2 [0; 1] En
� [T ] = �:

Montrer que 8� 2]0; 1[ En
� [(T � �)

@

@�
log(L�)] = 1. En d�eduire que

8� 2]0; 1[ En
� [(T � �)2]En

� [(
@

@�
log(L�))

2] � 1:

Calculer En
� [(

@

@�
log(L�))

2] pour � 2]0; 1[. Que peut-on en conclure ?
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